DM de mathématiques n°3

Fonctions réelles — Corrigé

Vrai ou faux ? Justifier.
1) Si f: R — R est impaire, alors f est continue en 0.

2) Toute fonction croissante est ou bien strictement croissante, ou bien
constante.

3) On peut trouver des fonctions majorées qui n’admettent pas de maxi-
mum.

4) La somme de deux fonctions monotones est une fonction monotone.
5) Le produit de deux fonctions croissantes est une fonction croissante.
6) Toute fonction croissante sur R, est minorée sur R;.

7) Toute fonction croissante sur R’ est minorée sur RY.

1) Faux. On pose

1 sizx >0
frx—<0 six=0
-1 sizx <0

(f est bien définie sur R). Montrons que f est impaire :
eSix>0,ona f(—z)=—-1=—f(x).
eSix<0,ona f(—z)=1=—f().
eSiz=0ona f(—z)=0=—f(2).
Ainsi f est impaire. Enfin, comme lim f(z) = —1et lim f(z) =
’I'—)07 /I'_>0+

1, la fonction f n’admet pas de limite en 0 donc n’est pas continue
en 0.

2) Faux. On pose [ : x> |z]. La fonction f est croissante (c’est du
cours). Cependant :

e f n’est pas strictement croissante : en effet f(0) =0 = f (2)

e [ n'est pas constante : en effet f(1) =1 et f(0) =0.
3) Vrai. On pose
f [0, 1[ —R
T T
La fonction f est majorée par 1 (de maniére évidente). Montrons

cependant que f n’admet pas de maximum. Supposons par l'ab-
surde que f admette un maximum. Alors il existe a € [07 1[ tel

que :

va e [0,1] f(z) < fla)
= Vz € [0,1[ r<a

a+1 . .
Or, cela est faux en posant © = , qui est bien dans [O., 1[.
Contradiction. Donc f n’admet pas de maximum.

4) Faux. On pose :

X 22 stz >0 0 six>0
frx— . grr=9q o, .
0 siz<0 ¢ six <0

alors on vérifie facilement que f est croissante sur R et que g est dé-
croissante sur R, donc elles sont toutes deux monotones. Pourtant,
pour tout réel x,

(f+9)(x)=

2

2+0=2> siz>0
0+2°=x six <0

Ainsi, f 4 g est la fonction carrée, qui n’est pas monotone.

5) Faux. Onpose f : x+ zet g : o — x. [ et g sont bien des fonctions
croissantes sur R mais on a pour tout réel z : (fg)(z) = 2* et donc
fg nest pas croissante sur R.

6) Vraie. Soit f : Ry — R une fonction croissante. Montrons que f
est minorée. On pose m = f(0). Soit € R,. Comme z > 0, on a

f(z) = f(0) = f(z) =m

D’ou f est minorée par m.

aux. se frx x. [ est croissante sur RY | mais f n’est
7) Faux. On pose f : x +— Inz. f est croissante sur R, )
pas minorée sur R .
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